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摘" 要" 通过对人脸图像奇异值的分析，证实了图像奇异值是图像在特定基空间分解得到的，这个基空间是由图
像本身决定的。进一步研究发现，导致基于奇异值向量人脸识别算法识别率低的根本原因是：不同人脸图像对应

的奇异值向量所在的基空间不一致、奇异值向量与人脸图像之间并不存在一一对应关系、奇异值向量具有不可分

割性。最后提出了类估计基空间识别算法。在 IJK、IJKB;LMN! 以及 IJKB;LMN# 数据库进行仿真，实验结果证
实了分析和所提算法的正确性。

关键词" 奇异值向量" 人脸识别
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@A 引A 言

^9<作为一种有效的代数特征提取方法，因其
很好的属性已在数据压缩、信号处理和模式分析等

许多领域中得到了广泛的应用［! D @］。奇异值分解首

次应用于人脸识别是由洪子泉［!］提出的，与经典特

征提取技术主成分分析（MSP）和 ]6851) 判别分析
（]K<）相结合，在 IJK数据库上获得了不错的识别
率。在此基础上，人们提出了许多基于奇异值分解

的人脸识别方法［% D !#］。这些方法首先利用奇异值

分解，提取图像奇异值向量，然后利用奇异值向量识

别人脸。大量事实表明，基于奇异值向量人脸识别

算法的识别率比较低，对此，目前有两种解释：一种

认为是小样本对统计造成的影响［!］，另一种认为奇

异值向量没有包含足够多的有利于识别的信息［?］。

但都没有从理论上给出解释，况且奇异值作为图像

的一种代数特征，具有很好的稳定性以及位移、旋转

等不变性性质［!=］。如果说这样的特征没有包含足

够的信息或者说小样本问题造成奇异值向量人脸识
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别算法识别率低，显然缺乏说服力。

通过理论分析发现，人脸图像奇异值其实是图像

在特定基空间分解得到的，这个基空间是由人脸图像

本身决定的。一般情况下，不同人脸图像对应的这个

特定基空间是不相同的。进一步研究发现，基于奇异

值向量人脸识别算法识别率低的原因是：不同人脸图

像对应的奇异值向量所在的基空间不一致、奇异值向

量与人脸图像之间并不存在一一对应关系、奇异值向

量具有不可分割性。最后根据同类图像相似性比较

大而非同类图像相似性比较小的假设，提出了类估计

基空间人脸识别方法。并在 *+,、*+,-./01! 以及
*+,-./01"数据库上进行了实验和分析。

!" 奇异值向量识别人脸的分析

!# $" 人脸图像奇异值向量的分析
定理［!2］$ ) 设 ! 为任意一个实矩阵，即 !.

%! 3 "
# ，其中 %表示实数域，# 4 $%"#（!）为矩阵的秩。
则存在 !阶正交阵 "和 "阶正交阵 #，使得

! 4 "$#5 （!）

其中，$! 3 " 4
! # 3 # 6( )6 6
，*

#&#
4 ’(%)（!!，!"，⋯，

!#），!(（ ( 4 !，"，⋯，#）称为矩阵 ! 的奇异值，且
0( 7 *，( 4 !，"，⋯，#，* 4 !，"，⋯，#，有 !!+! *。

如果用 !代表任意一幅人脸图像，则它的奇异
值向量定义为 % 4（!!，⋯，!#）

5

式（!）展开可写成：
! 4 !!&$’

5
! 8⋯ 8 !#&(’

5
#

4 "!!&!’
5
!⋯ 8 "!"&!’

5
" 8 ""!&"’

5
! 8 """&"’

5
" 8⋯ 8

"""&"’
5
" 8⋯"!!&)’

5
! 8⋯ 8 "!"&)’

5
" （"）

其中，"( * 4
!( ( 4 * 4 !，"，⋯，#

6{ 其他
根据式（"）容易得出以下的定理 "。
定理 ! " 对任意一个人脸图像 !.%! 3 "，设

".%! 3 !，#.%" 3 "分别是图像 ! 奇异值分解时对
应的左右正交阵，则矩阵 &!’

5
!，⋯，&)’

5
9 是矩阵空间

%! 3 "中的一组最大线性无关组矩阵，即 %! 3 "中的一

组基。其中 &(，’ *（ ( 4 !，⋯，!；* 4 !，⋯，"）分别是矩
阵 "和 #的第 (列和第 *列（证明见附录 :）。
根据奇异值分解定理及定理 " 可得结论 !。
结论 $" 人脸图像的奇异值向量所在的基空间

（矩阵）是由人脸图像本身决定的。

从定理 " 知，式（"）表明人脸图像 !.%! 3 "可

以准确地通过基矩阵 &$’
5
!，&!’

5
"，⋯，&)’

5
" 的线性组

合来表示，其中（"!!，"!"，⋯，"!"）是人脸图像 ! 在
这个基空间（坐标系）下的坐标。根据人脸图像奇

异值的定义知，人脸图像 ! 的奇异值 !(（ ( 4 !，⋯，
#）正是图像 ! 在这个坐标系下对应于基矩阵 &(’

5
(

（ ( 4 !，⋯，"）的坐标分量。由奇异值分解定理知，基
空间 &$’

5
!，&$’

5
"，⋯，&)’

5
" 是由给定人脸图像本身决

定的。因此，人脸图像的奇异值向量所在的基空间

（矩阵）是由图像本身决定的。

此外，在 *+, 图库上通过大量实验发现：无论
交换非同类图像还是同类图像相互间的奇异值向

量，重构后的图像与原图像的类别一致；相反，如果

交换非同类图像间的左右正交阵，而奇异值不变，重

构后的图像与原图像的类别不再一致，如图 ! 所示。
这表明，在不同或相同类别中，一定存在具有相同奇

异值向量的人脸图像，即对给定的奇异值向量，它的

类别具有不确定性。

图 !) 原图与重构后的图像
;<=> !) *?<=<9@A <B@=CD @9E ?CFG9DH?IFHCE <B@=CD

) ) 根据上述分析及奇异值分解定理，显然有以下
两个结论：

结论 !" 人脸图像与奇异值向量之间并不存一
一对应关系。

结论 &" 人脸图像的奇异值向量体现不出不同

类别图像之间的差异，具有不可分割性。

!# !" 算法分析
利用图像奇异值向量识别模式的方法比较多，

大致可分为两类：直接和组合。直接是指把提取的

奇异值向量直接作为分类器的输入，然后度量每个
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向量之间的距离，最后根据最近邻准则进行分类；组

合是指首先把奇异值向量通过其他算法分析（如主

成分分析或 &’()*+判别分析），得到新的特征，然后
作为分类器的输入进行分类。

,- ,- !% 直接算法（./ 算法）
假定 !"!（ ! 0 !，⋯，"）代表训练集中第 ! 个图像

的奇异值向量，" 代表总的训练图像数目。#!" 代表
测试图像的奇异值向量。则测试图像的奇异值向量

#!"和训练集中第 ! 个图像的奇异值向量之间的距离
为

#（ #!"，!"!）$ #!" 1 !"! ,

如果 #（ #!"，!" %）0 2’3
!
#（ #!"，!"!），且 !" % 属于第 &

（& 0 !，⋯，’）类，则认为测试图像属于第 & 类，其
中，’为训练集类别数目。
大量实验发现，这种算法的识别率明显低于其

他人脸识别算法（如 4’5*3678*、&’()*+ 人脸算法）的
识别率。文献［!］的解释是小样本对统计造成的影
响。但在训练样本多时，发现该类算法的识别率仍

然比较低。因此这个解释不合理。

根据结论 !，并考虑到人脸图像获取受光照、视
角、面部装饰、姿势以及人脸的非刚性变化等影响，

对于任何两个不同人脸图像（它们既可以是属于同

一类别，可以属于不同类别）的奇异值，它们所对应

的基空间（坐标系）一般是不相同的。因此，一般情

况下，对任何两个不同人脸图像的奇异值向量，它们

所对应的基空间是不相同的。由 ./ 算法识别过程
可知，该类算法正好忽略了不同图像奇异值向量所

在基空间不一致问题。换句话说，该类算法默认了

所有人脸图像的奇异值向量所在的基空间是相同

的，与实际不符。另外，直接度量不在同一坐标系下

的任意两个向量之间的距离是没有任何意义的。因

此，这类人脸识别算法存有本质上的缺陷。至于文

献［"］提出的基于重构误差和 ./ 算法相融合的人
脸识别算法，这个思想本身是好的，因为同一特征不

同算法相融合也是提高识别率的有效途径之一。但

该算法同样存在基空间不一致问题。

文献［"］、［#］从信息量角度对这类算法进行了
分析，认为引起低识别率的根本原因是人脸图像奇

异值向量没有包含足够多的识别信息，但没有从理

论上进行说明，也没有给出衡量一个特征包含信息

量大小的标准。根据定理 , 可知，虽然人脸图像
$.!( 9 )在基空间下的坐标分量共有 ( 9 )个，而它
的非零奇异值只有 &个，但其余 ( 9 ) 1 & 个分量的

值都为零。而且对于给定的一幅人脸图像，它的奇

异值向量是唯一的。由式（,）知，利用这 & 个奇异
值完全可以准确无误地重构人脸图像。另外，如果

把图像的奇异值重新按照升序排列，而对应的左右

正交阵不变，发现重构后的图像发生了很大的变化，

和原始图像不再属于同一类别（图 ,）。结合图 !、
图 , 及上述分析，在给定基空间下（即左右正交阵
不变），奇异值向量包含了足够的分类信息，也可以

体现出不同模式之间的差异。但在 :;<=>?@A! 和
:;<=>?@A, 图库上测试时发现，./ 算法的识别率
为 B。对于上述两个事实，从信息量大小的角度是
无法给出合理解释的，因此文献［"］的解释以及所
提算法还有待进一步验证和研究。

图 ,% 逆排序后构造的图像（对应于 C、D、E、F）
&’5- ,% ;*8G3(H+I8H*J ’275*( KL 7(8*3J (’35IM7+ N7MI*(

,- ,- ,% 组合人脸识别方法
基于图像奇异值向量的组合方法比较多，典型

的有基于奇异值向量的 @EC 识别算法以及基于奇
异值向量的 &<F识别算法。识别过程如下：
令 %& 0｛!"!.!

& %! 0 !，,，⋯，"｝为训练集，假
定 ’@EC（或 ’&<F）代表 @EC（或 &<F）根据 %&得到的
投影子空间。把训练集和测试集中所有人脸图像的

奇异值向量向子空间 ’@EC（或 ’&<F）投影，提取特征

向量，最后根据特征向量间的距离进行分类。这种

算法有较高的识别率，但通过大量实验发现，这种组

合方法远没有直接利用 @EC 或 &<F 识别人脸的效
果好［,，O］，文中对此并没有给出解释。

结合前面分析，认为这类组合算法识别率比较

低的原因是：（!）图像的奇异值向量与图像之间并
不存在一一对应关系，也就是说，对于给定的奇异值

向量，它既有可能属于同类模式中的两个不同图像，

也有可能属于不同类别中的两个图像，即奇异值向

量的类别具有不确定性；（,）奇异值向量具有不可
分割性。而对没有确定类别的向量分类时，再好的

分类器或识别算法也是无法把它分类出来的。此

外，对具有不可分割性的向量分类时，@EC 和 &<F
算法就不适用了。

综上所述，基于奇异值向量人脸识别算法具有
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低识别率的原因是：（!）不同人脸图像的奇异值向
量所在的基空间不一致；（"）奇异值向量与人脸图
像之间不存在一一对应关系；（)）奇异值向量具有
不可分割性。

!" 类估计基空间的人脸识别方法

根据定理 " 以及结论 ! 到结论 )，显然有结
论 *。
结论 #" 对不同类别的图像 ! 和 "，不存在一

个共同的左右奇异向量正交矩阵 #、$，使得它们满
足式（!）的分解。
根据物以类聚人以群分的思想，认为同类图像间

的左右奇异向量正交矩阵相似性比较大。因此用类

估计基空间作为同类图像奇异值分解时对应的基空

间，带来的误差是比较小的（图 ! 可以说明这一点）。
而对于非同类模式之间的图像，其结论是相反的。基

于这样的假设，在此提出类估计基空间的人脸识别方

法。下面对两种典型代表算法进行分析。

算法 $" 利用估计奇异值识别人脸
首先计算训练集每个类的图像均值，得到对应

类的模板。然后根据式（!）对每个类的模板进行分
解，获得每个类的估计基空间，即左右正交阵 #（ !）和

$（ !）（ ! + !，⋯，"），" 代表训练集类别数。然后利用
式（)）提取训练图像的估计奇异值：

%（ !）
#$ %（&（ !）

$ ）
,!（ !）

# ’（ !）
$ （)）

$ % !，⋯，&；# % !，⋯，’!

其中，%（ !）
#$ 代表第 ! 类第 # 个图像的第 $ 个估计奇异

值，&（ !）
$ 和 ’（ !）

$ 分别代表 #（ !）和 $（ !）的第 $ 列，’! 代

表第 !类的训练图像个数。分类待识别图像 !,时，
首先利用式（)）提取它在每个类的估计奇异值，然
后根据估计奇异值之间的关系进行分类。此算法与

文献［-］有点相似。
算法 %" 利用真实奇异值和估计正交阵构造的

图像误差识别人脸

文献［’］提出把奇异值向量和重构误差匹配的
结果进行融合，取得了不错的分类效果。但如前所

述，该方法存在基空间不一致问题，因此还值得进一

步验证和研究。由于重构后的图像不存在基空间不

一致问题，因此提出利用构造误差识别人脸的算法，

这就是算法 " 的思想。识别过程如下：
首先计算每个类的左右正交阵 #（ !）和 $（ !）（ ! +

!，⋯，"），"为训练集类别；接着利用式（!）提取测

试图像 !,的实际奇异值 !,$ ；根据式（*）计算 !,在
第 !类的构造图像 (! !；然后利用式（.）度量 (! ! 和 !,

之间的误差，最后根据最近准则进行分类。

(! ! % !,! &
（ !）
!（’
（ !）
! ）

, ( ⋯ ( !,& &
（ !）
&（’
（ !）
& ）

,（* ）

)（!,，(!!）% *
*

$ % !
()（ !）
$ + ),* （.）

其中，()（ !）
$ 和 ),$ 分别代表 (! ! 和 !,的第 $列，· 代

表两个列向量之间的一种度量，实验选用的是欧氏

距离。

#" 仿真结果及分析

为了证实上述分析及所提算法的有效性和正确

性，分别选用 /01 数据库和根据 /01 构造的图库
进行实验仿真和分析。

#& $" ’()图库及实验分析
/01数据库是剑桥 /23456773实验室拍摄的一系

列灰度人脸图像，具体包括 *8 个人，每个人含有不
同表情、姿势及大小共 !8 幅图像，其大小为 !!" 9
:"。实验中的训练集分别是由每个类的前 "、)、*、.
图像组成，共 * 个。测试集分别由训练集对应的每
个类的余下图像组成，共 * 个测试集。
图 ) 和图 * 为 #$算法和 #$% ; <=> 分别利用

* 个训练集训练，选用对应测试集测试时的分类结
果。图 . 为 ?3@5ABCD5分别利用 * 个训练集训练，选
用对应测试集测试时的分类结果。图 - 和图 & 是算
法 ! 和算法 " 分别利用 * 个训练集训练，选用对应
测试集测试时的分类结果。

对比图 )、图 * 及图 . 可知，#$ 算法和 #$% ;
<=>算法的识别率都没有 ?3@5ABCD5 的识别率高。
根据前面分析知，这两种算法假定不同图像的奇异

值向量所在的基空间相同，这与实际不符。另外，人

脸图像的奇异值向量具有不可分割性，因此这两种

算法的识别比较低。

对比图 ) 到图 & 可知，类估计基空间算法的识
别率高于 #$算法的识别率。根据类估计基空间算
法的识别过程知，这类方法不存在基空间不一致问

题，因此识别率比 #$算法高。
对比图 - 和图 & 知，算法 ! 的识别率比算法 "

的识别率低。由于人脸的非刚性变化以及受外界因

素的影响，使得利用式（)）提取的估计奇异值具有
很大的随机性，不能保证同类模式间的估计奇异值

满足某种排列（如降或升排列），当然非同类模式间
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$

图 %$ &’算法的分类结果
()*+ %$ ,-./*0)1)/0 2..342.5 /6 &’

图 7$ &’8 9 :;<的分类结果
()*+ 7$ ,-./*0)1)/0 2..342.5 /6

&’8 =>3? :;<

图 @$ A)*-062.-的分类结果
()*+ @$ ,-./*0)1)/0 2..342.5 /6

A)*-062.-

图 B$ 算法 ! 的分类结果
()*+ B$ ,-./*0)1)/0 4-?3>1 /6 2>*/4)1CD /0-

图 "$ 算法 E 的分类结果
()*+ "$ ,-./*0)1)/0 4-?3>1 /6 2>*/4)1CD 1F/

的估计奇异值更不用说了。因此，根据这些特征向

量间的差异很难准确地反映出不同类别模式间的差

异。即，一般情况下，不能保证误差最小的两个估计

奇异值向量属于同一类别。因此文献［B］提出的算
法（算法 !）还有待进一步验证。至于文献［#］提出
的基于估计奇异值和贝叶斯分类器的识别算法，同

样存在这个问题。

算法 E 是根据构造图像误差来识别的，不存在
基空间是否一致问题，而且还可以避免算法 ! 存在
的问题，因此具有较好的识别率。

!" #$ 构造图库及实验仿真分析
为了进一步证实算法及分析的正确性，根据

G,H数据库分别构造了两个图库。第 ! 个图库的
构造过程如下：

假定选择该数据每个类的第 ! 个图像构成新的
训练集 !" I｛#!

! $! I !，E，⋯，"｝，则根据奇异值分
解定理有：

#!
! #（$!

!）
J（%!

!）（&
!
!）$ ! # !，E，⋯，7K （B）

其中，$!
! 和 &

!
! 分别代表第 ! 类第 ! 个图像奇异值

分解时的左右正交阵，%!
! 代表第 ! 类第 ! 个图像奇

异值分解时的对角阵。

令 ’ !
$ 代表第 !类第 $个新构造的图像，则有：

’ !
$ #（$!

!）
J（% $

!）（&
!
!） （"）

! # !，E，⋯，7K；$ # !，E，⋯，7K
$ $ 则构造的第 ! 个图库就是由所有图像 ’!

$（ ! I !，
E，⋯，7K；$ I !，E，⋯，7K）组成，其中上标 !表示图像
的类别，下标 $ 表示图像个数。显然它包含 7K 个
人，每个人 7K 幅灰度图像，其分辨率大小为 !!E L
ME 。图 # 为这个图库中的部分图像。可以看出，同
类人脸图像具有相同的姿势和大小。称这个图库为

G,HNOP:Q!。
构造第 E 个图库的过程如下：
假定 #!

$ 代表 G,H 数据库中的第 ! 类第 $ 个图
像，则根据式（!）分解有：

#!
$ #（$!

$）
J（%!

$）（&
!
$） （#）

! # !，E，⋯，7K；$ # !，E，⋯，!K
其中，$!

$、&
!
$ 及 %

!
$ 分别代表第 ! 类第 $ 个图像矩阵

#!
$ 奇异值分解时的左右正交阵和对角阵。

如果令 !!
$ 代表第 E 个构造图库中的第 !类第 $

个图像，则有：
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图 ’) *+,-./01! 图库中的部分图像
2345 ’) *6343789 3:84;< => *+,-./01!

!!
" #（!!

"）
?（"!

!）（#
!
"） （(）

! # !，"，⋯，@A；" # !，"，⋯，!A
) ) 则这些图像!!

" 共同组成第 " 个构造图库，共包
含 @A 个人每人 !A 幅灰度图像，其分辨率大小仍然
为 !!" B ("。这个图库的特点是任何两个图像之间
具有相同的奇异值向量。图 ( 为这个图库中的部分
图像，可以看出，同类人脸图像之间具有不同的姿势

及大小。称这个图库为 *+,-./01"。

图 () *+,-./01" 图库中的部分图像
2345 () #=:; 3:84;< => *+,-./01"

利用这两个图库验证上述分析及所提算法的正

确性时，分别做了以下几个实验。第 ! 个实验是选用
第 !个构造图库中的每个类的前 "A 个图像组成训练
集，称为第五训练集，然后利用余下图像进行测试（称

为第 C测试集）。第 "个实验是把第 !个构造图库中
的所有图像看作训练集（称为第 D训练集），然后利用
*+,图库进行测试（称为第 D 测试集）。第 E 个实验
是选用第 "个图库中每个类的前 C 个图像组成训练
集，称为第 &训练集，然后利用余下的图像进行测试
（称为第 &测试集）。第 @ 个实验是把整个第 " 个图
库看作训练集（称为第 ’训练集），然后利用第 D测试
集测试。图 !A 为算法 ! 在 @ 个实验中的分类结果，
图 !!为算法 "在 @个实验中的分类结果。

图 !A) 算法 ! 的分类结果
2345 !A) +;F=473G3=7 6;<H9G => 894=63GI: =7;

图 !!) 算法 " 的分类结果
2345 !!) +;F=473G3=7 6;<H9G => 894=63GI: GJ=

需要指出的是，#$算法在 @ 个实验中的识别率
均为 A。根据 *+,-./01! 的构造过程知，对于第 C
测试集中任何一个测试图像的奇异值向量，总可以

在第 C 训练集中找到一个具有相同奇异值向量的人
脸图像，但它们不属于同一类别。这说明距离最近

的两个奇异值向量不属于同一类别。而 #$ 算法正
是根据图像奇异值向量之间的距离来识别身份的。

所以 #$算法在第 ! 实验中的正确识别率为 A。
根据 *+,-./01! 的构造过程知，在第 D 训练

集中，至少可以找到两个具有相同奇异值向量的人

脸图像，而且它们属于不同类别。这说明，对任意一

个待识别人脸图像，与其奇异值向量距离最小的奇

异值向量，在训练集中至少有两个，而且这两个不属

于同一类别。此时 #$ 算法无法对待识别图像进行
分类，所以识别率为 A。
根据 *+,-./01" 的构造过程知，第 & 和第 ’

训练集中的任何一个人脸图像都具有相同的奇异值

向量，因此根据奇异值向量之间的距离分类时，必然

存在不确定性问题，即无法分类。所以 #$ 算法在
第三和第四实验中的识别率也为 A。
上述实验进一步证实了，#$算法具有低识别率

的根本原因是不同人脸图像的奇异值向量所在的基
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空间不一致以及奇异值向量与图像之间并不存在一

一对应关系，而不是样本不足或奇异值所包含的信

息不足造成的。

此外，基于奇异值向量的 &’(以及 )*+组合算
法在第一和第二实验中的正确识别率为零。众所周

知，对于确定的奇异值向量，经过 &’( 或 )*+ 分析
后，有唯一的特征与之对应。如上所述，在训练集

中，对于任何一个图像的奇异值向量，至少可以找到

另一个具有相同奇异值向量的人脸图像，但它们属

于不同类别。因此经过 &’(或 )*+分析后，仍然不
能够避免不同类别之间的图像具有相同的特征，即

特征与图像不存在一一对应关系，因此这两种算法

在第一和第二实验中的正确识别率也为 $。
,-*./0&12 图库的特点是所有图像的奇异值

向量都相同。而 34+ 5 &’( 及 34+ 5 )*+ 等组合
算法均是把训练图像的奇异值向量看作后续 &’(
及 )*+分析的训练集，因此在第七训练集和第八训
练集中，显然每个类的均值向量和训练集均值向量

相等，都等于任何一个图像的奇异值向量。此时，训

练样本的协方差矩阵、类内散布矩阵以及类间散布

矩阵恒为零。显然 &’( 和 )*+ 不能使用。所以这
两种算法在第三和第四实验中失去了作用。

结合上述两种情况分析，基于奇异值向量的

&’(及 )*+算法具有低识别率，甚至出现识别率为
$ 或者不能使用的原因是：奇异值向量与人脸图像
之间不存在一一对应关系、奇异值向量具有不可分

割性。与前面分析一致。

对比图 !$ 和图 !! 知，类估计基空间算法的识
别率总体上比较好。在 6 个实验中，算法 ! 和算法
2 识别率间的关系和 67 ! 节的分析一致。算法 ! 和
算法 2 在第一和第四实验中具有很高的识别率，主
要是因为在第 8 训练集和第 8 测试集中，同一类别
中的人脸图像具有相同的左右奇异向量正交矩阵，

这使得每个类模板的左右正交阵，正好等于对应类

中任何一个图像的左右正交阵，保证了测试图像在

相同类别上的估计奇异值和同类图像的估计奇异值

满足相同的排列，而测试图像其他类上的估计奇异

值则具有随机性，不满足这个规则，保证了距离最小

的两个特征向量，一般是相似基空间里的两个特征

向量。

最后，根据 ,-*./0&1! 和 ,-*./0&12 图库
中人脸图像的视觉特性（图 9 和图 #）及特点知，实
际中确实存在具有相同奇异值向量的不同人脸图像

（这些图像有可能属于同一类别，也可能属于不同

类别），这进一步证明了第 2 节对人脸图像奇异值
向量分析的正确性：即不同图像奇异值向量所在的

基空间并不完全一致，且这个基空间由图像本身决

定；人脸图像奇异值向量与人脸图像之间不存在严

格上的一一对应关系；人脸图像的奇异值向量具有

不可分割性。

!" 结" 论

从奇异值分解本身入手，证实了人脸图像的奇

异值分解其实是人脸图像在特定基空间下的分解，

而这个特定基空间是由人脸图像本身决定的。进一

步研究指出，使用奇异值向量识别算法识别率低的

根本原因是：不同图像的奇异值向量所在的基空间

不一致、奇异值向量与人脸图像之间并不存在一一

对应关系以及奇异值向量具有不可分割性。最后提

出了类估计基空间人脸识别算法，并对其中的两种

算法进行了分析，在 ,-*、,-*./0&1! 以及 ,-*.
/0&12 数据库上的实验结果证实了分析及所提算
法的正确性。

需要说明的是，在利用奇异值向量识别模式或

其他应用领域中也存在着同样的问题。如何在模式

识别中有效地利用奇异值是今后研究的重点。
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附录 %& 证明定理 ! 需要用到的有关
定义及定理的证明

( ( 仿照线性基向量的定义［!"］，有如下基矩阵的
定义：

定义( 对于任何一个矩阵空间 ’% a %，矩阵 !&!
’% a %，& b!，"，⋯，’满足：
（!）!!，!"，⋯，!’ 线性无关；

（"）矩阵空间 ’% a %中的任何一个矩阵都可以通

过 !!，!"，⋯，!’ 的线性组合来表示。则 !!，

!"，⋯，!’ 为矩阵空间 ’% a %的一组基，其中 !&（ & b
!，⋯，’）称为一个基矩阵。

根据线性空间基向量的个数等于线性空间的维

数，显然有如下推论成立：

推论 (& 线性空间基向量的个数等于线性空间
中任何一个向量所含有的分量个数。

根据定义及推论 !，容易验证下列定理成立：
定理 %(& 矩阵空间 ’% a %中，基矩阵的个数等

于矩阵空间中任何一个矩阵含有的元素个数，

即’ b % a %；
根据定义及定理 R!，有以下定理成立：
定理 %! & 在矩阵空间 ’% a % 中，如果 !!，

!"，⋯，!’ 线性无关，且 ’ b % a %，则 !!，!"，⋯，!’

矩阵空间 ’% a %中的一组最大线性无关组，即矩

阵基。

证明( 设矩阵空间 ’% a %的一个最大无关组中

基矩阵的个数为 ()*，根据定理 R! 有：
()* + % , % （R!）

( ( 假设 !!，!"，⋯，!’ 不是矩阵空间中的一组最

大无关组，则还存在几个与 !!，!"，⋯，!’ 无关的

基矩阵（不妨设一个），用 !’ c !表示，则矩阵空间

’% a %的一个最大无关组含有的基矩阵个数为 ’ c !：
’ - ! . ’ + % , % （R"）

( ( 这与式（!）相矛盾，故在矩阵空间中不再存在
任何一个与 !!，!"，⋯，!’ 无关的矩阵，换句话说，

!!，!"，⋯，!’ 是矩阵空间中的一组最大线性无关

组，即矩阵空间 ’% a %中的一组基。

附录 )& 定理 ! 的证明

证明 ( 假设 "!#
B
!，"!#

B
"，⋯，"/#

B
% 是线性相关

的，则存在不全为零的常数使得下式成立：

!!!"!#
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( ( 不妨设 !!"K，给方程两边左乘以 "B
! 整理有：

#B! b d
!!"
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!!%
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( ( 式（U"）两边右乘 #!，整理有：
! + K （UN）

( ( 这与事实相矛盾，故假设错误，即 "!#
B
!，

"!#
B
"，⋯，"/#

B
% 是一组线性无关组。

根据定理 R" 可知，"!#
B
!，"!#

B
"，⋯，"/#

B
% 是矩阵

空间中的一个最大线性无关组，即一组矩阵基。
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